DEVOIR DE MATHEMATIQUES N°13
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Vendredi 19 mars 2010

PARTIE I : CONVEXITE

1.a On veut montrer que le min est atteint, et F' est continue, ce qui nous suggére d’utiliser le
théoréme de Heine, mais pour 'appliquer on doit au préalable se ramener & un compact.

Comme F(u) - +oo quand |u| — +oo il existe a > 0 tel que |u| > o = F(u) > F(0). On
va alors considérer 'ensemble C' = {v eR" F(v) < F(0)} qui est un fermé de R" (car image
réciproque par F' continue du fermé | — oo, F'(0)] de R) et C' c B’(0,«) donc C' est un fermé
borné de R”, d’apreés le théoréme de Borel-Lesbegue C' est un compact de R”.

F' est continue donc d’aprés le théoréme de Heine Ju € C, F'(u) = micn F(v).

Enfin si v n’appartient pas & C alors F'(v) > F'(0) > F'(u). Conclusion : | F'(u) = Hll)? F(v)|

1.b Le minimum n’est en général pas unique, considérons par exemple la fonction F': R" - R
définie par F(z,y) = (22 +y%—-5)%2 F est bien continue, vérifie F'(u) - +oo si |u]| - +oo et
atteint son min 0 sur le cercle d’équation 2 + y? = 5 dans le plan (Ozy).
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Si F' est supposée de plus strictement convexe alors le min est unique. En effet suppo-
sons que le min m soit atteint en 2 points distincts u; # ug, m = F(u;) = F(ug), alors
F(tuy + (1 = t)ug) < tF(uy) + (1 =t)F(ug) = tm + (1 —t)m = m ce qui est absurde par dé-
finition du min.

2.a F différentiable sur R”, donc F((1-t)u+vt) = F(u+t(v-u)) = F(u)+t(dF),(v-u)+o(t)

F((1-tu+vt) - F(u)
t

= (dF)(v—-u)+o(1)

Done lim F((1-tu+tv) - F(u)

t—0 t

F((1-tyu+tv) - F(u) < (1-t)F(u) +tF(v) - F(u) =t(F(v) - F(u))

= (dF),(v—u). Par ailleurs F étant convexe on a :

D’ou :
F((1-t)u+tv) - F(u)
t
Puis en passant a la limite quand ¢ — 0 il vient :

<F@) - F(u)

(dF)u(v-u) =< VF(v),v-u>< F(v) - F(u) < | F(v) > F(u)+ < VF(u),v-u>| (1)

2.b Appliquons l'inégalité (1) aux couples (w,u) et (w,v) :

F(u) 2 F(w)+ < VF(w),u—w >
F(v) 2 F(w)+ < VF(w),v-w >

Avecw=(1-t)u+tvonau-w=t(u-v) et v-—w=(1-t)(v-u) donc on a :

F(u)> F(w)+t<VF(w),u—v>
Fw)>F(w)-(1-t)<VF(w),u—v>

Multiplions la premiére inégalité par (1 —t) et la seconde par ¢, puis sommons les :
(1-t)F(u)+tF(v) > F(w) = F((1-t)u+tv)
Ainsi I est convexe.

3. Le sens est immédiat, on applique 2.b avec I'inégalité stricte.

Le sens est plus délicat, on ne peut pas appliquer tel quel la méme méthode qu’en 2.a car
par passage a la limite dans :
F((1-tu+tv) - F(u)
t

< F(v) - F(u)

I'inégalité deviendrait large. Pour pallier ce probléme on prend t' €]0,¢] et on vérifie que :

F((1-thu+tv) - F(u) < F((1-tu+tv) - F(u)
t t

En effet la fonction G : x — F((1 - x)u + 2v) est strictement convexe de R dans R :
G(tz+(1-t)y) = F((1-tz—(1-t)y)u+(tz+(1-t)y)v) = F(t[(1-x)u+zv]+(1-t)[(1-y)u+yv])
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Puis par stricte convexité de F':
Gtzr+(1-t)y) <tF((1-2)u+av)+(1-t)F((1-y)u+yv) =tG(z)+ (1 -t)G(y)
Donc elle vérifie le lemme des 3 cordes, en particulier :

G(t) - G(0) _ G(1) - G(0)
t'-0 t-0

ce que 'on voulait. Il ne reste plus qu’a faire tendre ¢’ — 0 avec ¢ fixé :

F((1-tu+tv) - F(u)
t

(dF)u(v-u) < <F(v) - F(u)

4.a La condition VF(u) = 0 n’est en général pas suffisante pour que u soit un minimum de F,
en effet reprenons notre exemple précédent F' : (z,y) — (22 + y? — 5)? qui est bien continue, et
vérifie F'(u) - +o0 si |u| - +o0. Le gradient de F' est :

423 + 422 - Sz )

F _
VE(zy) (4:1:2y +4y° - 8y

Donc (0,0) est un point critique, mais F'(0,0) = 25 tandis que le min de F est 0.

\\ \‘ l
\\“‘ !!f"

4.b En revanche si F’ est de plus supposée convexe alors la condition devient suffisante puisque
d’aprés (1) :
Vve X, F(v) 2 F(u)+ < VF(u),v—u>=F(u)

N————
=0

Ainsi u est un point de minimum de F.
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5.a I est convexe, donc on applique de nouveau (1) aux couples (u,v) et (v,u) :

Fw)2 F(u)+<VF(u),v—u>
F(u)2 F(v)+<VF(u),u-v>

Puis on somme les deux inégalités et on obtient :

Vu,ve R", <VF(u)-VF(v),u-v>20

5.b Soit la fonction de R dans R définie par ¢(t) = (1 -¢)F(u) +tF(v) = F((1 -t)u +tv).
On note f:R — R” définie par f(t) = (1 -t)u+tv et G=Fo f de R dans R.
Différentions G : (dG):(h) = (dF) sy o (df)¢(h).

On a directement (df):(h) = h(v —u) et comme G est réelle (dG):(h) = G'(t)h (de méme
(dG)i(h) = G'(t)h) d’ot : G'(t) = (dF) 1y(v —u) =< VF(f(t)),v —u > et par conséquent :

¢'(t)=F(v)-F(u)-<VF((1-tu+tv),v—u>

¢ est continue sur [0,1] et ¢(0) = ¢(1) = 0 donc d’aprés le théoréme de Rolle :

Jto € [0,1],0"(to) = 0 =< VF((1 - to)u+tov),v—u>= F(v) - F(u)
Par hypothése on a Yu,v e R?, < VF(u) - VF(v),u—v >> 0, appliqué a (1 -t)u+tv et u on a :
<VE((1-t)+tv)-VF(u),(1-t)u+tv-u>20 << VF((1-t)u+tv),v-u>2< VF(u),v-u>

En paticulier pour t =g il vient :

F(v)-F(u)><VF(u),v-u>

Ceci étant valable pour tout (u,v) € R on sait d’aprés 2.b que F' et convexe.

6. On va comme en 3. se ramener au cas réel avec G : t — F((l —Hu+tv)=F(f(t)). Vub.b:

n

G'(t) = (dF) sy (v —u) =< VF(f(t)),v—u>= Z

1

_Uz)

Calculons la dérivée seconde de (G, comme v — u ne dépend pas de ¢t on a :

/

x (Vi —uy)

Gll(t) — 2

—
=H

Or comme en 5.b : (H(f(t))) = (dH) @y (v-u) =< VH(f(t)),v-u>=< vV [2£ ](f(t))v u >

G(t) = i<v[8F] (F(8))s0 = > x (05 )

D’ou :

(1) = z( , x(vj—uﬂ)x(vi—u»=§;<v2F<f<t)><v—u>)ix(vi—uz-)
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Soit finalement :

G"(t) =< V*F(f(t))(v-u),v—u>=< V F(u+t(v-u))(v-u),v-u>

F est convexe, on a alors vu en 3. que Gy, ,(t) = F'(u+tw) est convexe Vu,w donc :
Vu,w,Vt, G, (t) =< V*F(u+tw)w,w >> 0
Donc si F' convexe on a bien Vu,v € R* < V2F(u)v,v >> 0.
Réciproquement si Yu,v € R? < V2F(u)v,v >> 0 alors :
Vu,veR" Gy (t) 20 Vt
Donc Vu,v e R" GG, est convexe, reste & montrer qu’alors F' est convexe, en effet :
F((1-tu+tv)=F(u+t(v-u)) = Guuw(t) (1 -1)Guw(0) +tGy (1) = (1 -t)F(u) + tF(v)

Si F est C? on a donc démontré I’équivalence suivante :

F convexe < Yu,veR", < V2F(u)v,v> >0

PARTIE I1 : REGULARISATION QUADRATIQUE
1. Soit I'application F) : R" - R définie par F)(u) = | f —u|? + A| Au|?.
F est C? car |.|| se présente comme une somme de carré des composantes (donc un polynéme).
Fy(u+h) =< f-u~-h, f-u—h > +\ < Au+Ah, Au+Ah >= F\(u)+|h|*-2(< f-u, h > +\ < Au, Ah >)+| Ah|?

h — Ah est linéaire, donc continue car R” de dimension finie, donc il existe k tel que |Ah| <
k|h|, par conséquent |Ah|? est un o(h) (méme o(h?)). Et h— 2(A < Au, Ah>—-< f—-u,h>)
étant linéaire il s’agit donc de la différentielle de Fy en u :

(dF))u(h) =2(A< Au, Ah > =< f—u,h>) =2(< NMA*Au+u - f,h >)

Il s’en suit que :

VE\(u) =2(AA " Au+u - f)

La différentielle de F\ est 'application dF) : u — (dF)),. Différentions-la a son tour :
dF\(u+k) = (dEN)ysr = (dEY)y + g(k) ot g(k) :h— 2 < NA*Ak + k,h >
g est clairement linéaire donc (d?F) ), (k) = g(k) avec g(k)(h) =2 < A*Ak+k,h>. Or :

0%F)

(EBLE W= 5 5o

1<i,j<n

(U)hlk,’] =< V2F)\k’, h >

Ceci étant valable pour tout h on en tire Yk, V2F\(u)k = 2(AA*A + I,)k et par suite :

V2E\(u) = 20A* A + 1)
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2. Calculons la quantité suivante :
<VER\(u)v,v>=2 < (AA*A+ L)v,v >= 2\ < A" Av, v > +2 < v,v >= 2\ | Av|? + 2| v]? > 0

Ceci étant valable pour tous u,v € R” on en déduit que F) est strictement convexe.
3. On vérifie que F) satisfait les conditions de la questions I.1 : elle est continue puisque C2,
Fy\(u) - +00 quand |u| — +o0 et est strictement convexe, donc la sous-question 1.b assure

I'existence et Punicité de uy € R™ tel que F)(uy) = mI;Rn F(v).
velR™

Et d’aprés 1.4.b la condition VF(u) =0 est une CNS de minimalité pour F' en u donc :

Fy(uy) = mﬂi@gFA(v) < VF(uy)=0 @‘u,\ —f+AATAuy =0

4.a On a montré que Vv € R*, < (AA*A+ I,,)v,v > >0 donc NA*A + I, est symétrique définie
positive, donc son spectre est inclus dans R et il s’en suit que AA*A + I,, est inversible, on

peut donc isoler wu) :
uy = (ANA*A+ L)' f

Par continuité de 'inverse, en faisant tendre A — 0 il vient :

limuy =
Lim uy f

4.b Comme F)(uy) est le minimum de F on a en particulier F)(uy) < FA\(0) = | f|? d’ou :

B -1 -ul? B I/

< Auy|? =
0 < [[Aus| 3 T STy

Par encadrement il vient en passant a la limite :

lim Auy =0

A—>+00

5. D’aprés 3. on a la caractérisation des u} :

uy — f1+ AA*Aul =0
u3 — fo+ AA*Au3 =0

Par soustraction on a :
(L + AA*A) (uy —uX) = fr = fo & uy —u} = (I, + ANATA) (L = fo)
Par ailleurs en développant le produit scalaire :
[ (Lo + AA* A)v[? = [v]* + N[ A" Av|? + 2] Av[]* > Jv]* = [v]| < (L + AA"A)v]
Puis en faisant v «< (I, + AA*A)~'v on obtient :
[(In + AA*A) o] < o]

D’ou la majoration suivante :

Juy —u3 | <[ f1 - fol

PARTIE III : REGULARISATION A CROISSANCE LINEAIRE
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1. Notons H(u) =< e, A.(u) >.

H(u+h) = Z(A (u+h)); 2%52 ((Au); + (AR); )2—2\/52+(Au)2+2(Au) (Ah); + (Ah)!

i=1 i=1

n

H(u+h) = Z Ve?+ (Au)? l 2(Au€2(;421u)214h) : Z Ve?+ (Au)? l % +o(h?)

Hu+h) = H(u) + zl(?jjl) ((131;1)

Donc (dH),(h) =< B(u), Ah >=< A*B(u),h > qui est bien linéaire. Ainsi :

+o(h) = H(u)+ < B(u), Ah > +o(h)

(dG)y(h) =<u-f+A*B(u),h>=|VG(u) =u- f+A*B(u)

2. En prenant des inégalités strictes dans la preuve de I.5.a et 1.5.b on a :

G strictement convexe < Vu #veR", < VG(u)-VG(v),u-v>>0

<VG(u)-VG(),u-v>=<u-v+A*(B(u)-B)),u-v >= |[u-v|*+ < A*(B(u)-B(v)),u-v >

a =< B(u) - B(v), Au— Av >=< B(u), Au >+ < B(v), Av > - < B(u), Av > - < B(v), Au >

e i( (Au)? (Av)? (Au)i(Av)i_(Av)i(Au)i)
(A (A (A (A()

Posons x; = (Au); et y; = (Av);, les termes de la somme sont ainsi :

=1

2 2
Li yi  ZiYi ZiYi

B i (o Z; _ Yi
\/52+:c?+\/52+yi2 Ve+az  \Je2+y? (@ yl)[\/52+xf \/52+yi2]

Comme cette expression est symétrique en x,y on peut supposer x; > ¥;.

La fonction f.:x — a pour dérivée :

T
Ve? + a2

82

f!($)=m>0

Donc f. est croissante, donc

X Yi
o - >0
( )l\/52+:1:§ \/52"‘%'2]
Finalement :

Vu#veR",<VG(u)-VGW),u-v>=|u-v|?+<B(u)-B®),A(u-v)>> |u-v|*>0

~
20
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Donc G est strictement convexe, est continue et vérifie bien G(u) - +oo quand |u] — +oo.

D’aprés 1.1 il existe un unique u € R™ tel que G(u) = mﬂi@n G(v).
veR™

D’apres 1.4 u est caractérisé par
VF(u)=0<u-f+A*B(u)=0
3. G, (u) = 7G(u) + 3|u - u|?. Le gradient du deuxiéme terme est u™ — u, ainsi :
VG, (u)=7(u-f+A*B(u)) +u"-u

G, reste strictement convexe (car on ajoute & 7G (7 > 0) une fonction strictement convexe),
vérifie encore G, (u) - +o0 quand |u| - +oo (car la fonction ajoutée est positive), donc on
applique de nouveau les résultats du 1.1 et 1.4 : il existe un unique u™*! tel que G, (u™*!) =
gelﬂi%g G, (v) caractérisé par :

un+1 — "

an(un+1) -0 T(u"+1—f+A*B(u”+1))+u"—u"+1 -0 — _un+1 + f _ A*B(un+1)

T

4. Montrons que les sommes partielles associées a cette série sont majorées :
Ga(u™) = 7GQ) + St [ o Ju [ = (G () G ()
Par définition du minimum on a G, (u™*!) < G, (u") = 7G(u™) d’ou :
[t —u" [ <27(G(u") - G(u™))
On a donc une somme télescopique :

N
o Jut =, |2 < 27(G(W°) - G(uN)) < 27G(u)
n=0

compte tenu du fait que G est positive.
On en conclut que la série Y, |u™ — u™*!||? est convergente.

5. Vu la caractérisation de u™*! & la question 3. on écrit :
un+1 —un
un+1 — f _ A*B(urw—l) _

T

Par I'inégalité triangulaire on a :
1
[ < 1+ 1A B )+ —fur -

Or il est clair que pour tout u € R™ les composantes de B(u) sont majorées par 1, donc
|B(u)|| < N. Et comme A* est linéaire donc continue car en dimension finie, il existe k tel que
|A*X|| < k|| X || et en particulier |A*B(u™1)| < k| B(u*)| < kN.
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Enfin d’aprés 4. la série ¥, |um*! —u™||? est convergente, donc nécessairement u”*! —u™ tend vers
0 quand n — +oco donc est bornée par M > 0. Finalement :

M
o] < L+ B+

Ainsi la suite (u™) est bornée.

6. Comme (u") est bornée disons par M’, tous ses termes appartiennent a la boule fermée
B = B'(0,M"). B est fermée bornée de R™ donc compacte, ainsi (u") admet au moins une
valeur d’adhérence dans B, notons 1a v, et ¢ Pextractrice telle que u#(™) — v quand n — +oo.
Etant donné la relation de récurrence obtenue en 3. :
1_

W w0y g Bl
T
B n’est pas linéaire mais a le bon gott d’étre continu (car A I'est) donc par passage a la limite
on obtient :

0=-v+f-A*B(v)

v vérifie la méme relation que u, qui est caractérisé de fagon unique donc v = u. Par conséquent
(u™) ne posséde qu’une seule valeur d’adhérence u € B donc converge vers celle-ci car B est
compacte.

7. Pour e =0 on a < e, A.(u) >= ¥, |(Au),]. On imagine bien que c’est la non dérivabilité de
la valeur absolue en 0 qui va poser probléme. Donc on se raméne au cas réel en considérant la
fonction ¢ : t =< e, Ag(tu) >. Par linéarité on a § : ¢t — [t| < e, Ag(u) >.

Si G était différentiable alors u < e, Ag(u) > le serait (car 5 f —u[?) et donc § le serait, or
n’est pas dérivable en 0, contradiction. Pour € = 0, G n’est pas différentiable sur R".

PARTIE IV : METHODE DE TYPE QUASI-NEWTON
1. (Av); = ZA v, (C(u)v); zn: Aig ZA or !
= AW, A (u)) YT (Ac(u))i
(Av);
Ac(u))i

2. Pour montrer que la relation G(u"*', u™) = min G(v,u") définit une suite (u™) unique il suffit
v

————(Av); d’ou :

< Av,C(u)v >= Z(Av) (C(u)v); = Z Y, >0

de montrer qu’a u™ fixé (donc supposé préalablement construit), le minimum de la fonction
v~ G(v,u") est atteint en un unique élément qui sera le terme suivant «"*!. On construit ainsi
par récurrence la suite (u”) & partir d’'un «° donné. Le probléme revient donc & montrer que
la fonction v — G(v,u™) vérifie les hypothéses du 1.1 :

D’aprés la question précédente on a :

1 1 1 1
5 <v-u, A(u)(v-u) >= §||v—u||2+§ <v-u, A*C(v-u)>> §\|v—u||2

20
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[<v-u,VG(u)>| o [VG(W)]

ol S o-u]

Par Cauchy-Schwartz : — 0 quand |v| - +oo.

Le terme < v —u, VG(u) > étant négligeable par rapport a [ v - u|? quand |v]| - +00 on a :

G(v,u) = +oo quand |v]| = +o0

Montrons alors que H : v — G(v,u) est strictement convexe, calculons son gradient en v :
H(v) = G(u)-<u,VG(u)>+5 <u, A(u)(u) >

+<v, VG(u) > +3 (< v, A(u)v > - < v, A(w)u > - < u, A(u)v >)
—_—
=<A(u)*u,v>

Occupons nous du terme < v, A(u)v > :
<v+h, A(u)(v+h) >=<v, A(u)v >+ < h, A(u)v + A(u)*v > + < h, A(u)h >
avec par Cauchy-Schwartz : < h, A(u)h >< |h||A(u)h| < [ A@)|[|R]? = o(h).
En passant au gradient il vient :
VH(v) = VG (u) + %(A(u)v + A(u)*v) - %A(u)u _ %A(u)*u - vG(u) + %(A(u) + A(w)) (=)

Et A(u) + A(uw)* =21, + A*C(u) + (A*C(u))*. Notons (v; ;) = A*C(u), par produit :

- S AT

On a alors que 7; ; =;,, donc A*C'(u) est symétrique :
VH()=VGu)+v-u+A*C(u)(v-u)
Et on a montré a la question II1.1 que VG (u) =u - f + A*B(u) donc :
VHw)=v-f+A*B(u) - A*C(u)u+ A*C(u)v
On remarque enfin que A*B(u) = A*C'(u)u d’ou :
VH(w)=v-f+A*C(u)v

Comme c’est une application linéaire on a de fagon immeédiate :

V2H(v) = I, + A*C(u)

Il s’en suit :

Vo eR™" - {0},< VZH (v)v,v >=<v,v > + < A*C(u)v,v >= |v|? + < Av, C(u)v > > [v]* >0
[ —
>0

et H est bien strictement convexe.

10
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Par conséquent H : v — G(v,u") atteint son min en un unique élément u™*! caractérisé par

VH(u™') =0 e [u"! - f+ A*C(u")u™! =0

3.a On reconnait une simple identité remarquable :

10?2 -a? 1 .= b;)2
ai_bi+_ i~ % = (a?—Z&ibi-i-b?): —(a ) >0
2 a; 2@2‘ a;

3.b Montrons que la quantité suivante est positive :

Gv,u) =Gv) = 3lf-ul?+ XL (Ac(u))i+ <v-u, VG (u) >
n
+3lv—ul?+ 3 <v-u, A*C(u)(v-u) > =5 f = v|* = Y (A:(v))s
i=1
Comme 1’énoncé suggeére d’utiliser la question précédente, on va se ramener aux composantes
des vecteurs. En développant les produits scalaires on a :
1
SUS =l o—ul® = 1f = v?) = Jul*+ < fv> - <v,u>-< fu>

D’autre part comme VG(u) =u— f+ A*B(u) on a :

<v-u,VG(u) >=<v,u>+<u, f>—|ul*>~<v, f>+<v-u, A*B(u) >

. (A(v - )i (Au),
Donc la somme de ces deux termes vaut < v —u, A*B(u) >= ) (A =w))i(Au) :

i=1 (A:(w)):
S : . _ (A -w)?
Enfin d’aprés la question 1. <v—u, A*C'(u)(v-u) >=< A(v-u),C(u)(v-u) >= ; ),

D’ou en sommant le tout :

M-

S
1]
-

G(v,u) - G(v)

(Au(u)); - (A (0)), + AL w)i(Aw): (Al u))?l

(A(w);  (A(w))

1 (Av)2 - (Au)fl

M

(Ac(u))i = (Ac(v))i +

= 2 (Ac(u))

On conclut d’aprés 3.a que les termes de la somme sont tous positifs et donc :

G(v) <G(v,u)

PARTIE V : REGULARISATION NON DIFFERENTIABLE

1.a Pour v € R” tel que |v]e <1 o0n a :

<v, Aus= Y v(Au), < ol 3| (Au)] < |Aul,
; =1

n
i=1
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Devoir de Mathématiques n°13 3nf0pf)i[€

I'égalité ayant lieu pour des v; = sgn((Au);).1, d’ot :

sup L(u,v) = H(u)

[vlleo<1

1.b Partons de ’expression donnée :

s(If —u=Av? = |f = Av|>+ [ fI?) = 5(If - Av[*-2< fu>+2<Av,u>+[ul* - | f - A + [ f]?)

= 2(If12-2< fiu>+|ul?> +2 < v, Au>)
= %(||f—u”2+2<v,Au >)

= L(u,v)
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